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 الملخص 

الحل لمعادلة تكاملية تفاضلية من   ةخلال هذا البحث قدمنا بعض المبرهنات المتعلقة بوجود ووحداني
 بالاعتماد على مبرهنات النقطة الثابتة. ةة الكسرية ذات شروط حدودي بالرت

 
 . تفاضلية كسرية، وجود ووحدانية الحل، شروط حدودية-معادلة تكامليةالكلمات المفتاحية: 

 
 

 المقدمة  -1

في الآونة الاخيرة، تعد المعادلات التفاضلية الكسرية ذات أهمية كبيرة لعلماء الرياضيات، اذ كانت 
السبب في تطوير نظرية حسبان التفاضل والتكامل الكسري، فضلًا عن تطبيقات الانكماش في مختلف العلوم  

لخ. ومن الجدير بالذكر أن معظم البحوث والهندسة مثل: الهندسة, الهندسة الميكانيكية، والكيمياء، والفيزياء... ا
والكتب في حسبان التفاضل الكسري تم تكريسها لإمكانية حل المعادلات التفاضلية الكسرية الخطية بالنسبة 

 للدوال الخاصة.  
نُشر مؤخراً بعض الابحاث التي تتناول وجود وتعدد الحلول )أو الحل الموجب( للمعادلة التفاضلية  

[ وجود 1] Liiو Bai ذات شروط ابتدائية باستعمال  تقنيات التحليل اللاخطي. اذ درس الباحث الكسرية اللاخطية
وتعدد الحلول الموجبة لمسائل القيمة الحدودية للمعادلة التفاضلية الكسرية اللاخطية, وفي السنوات الاخيرة 

[. في هذا  7، 6، 4فاصيل انظر ]التفاضلية الكسرية، لمزيد من الت-ازدادت أهمية دراسة المعادلات التكاملية
 التفاضلية التالية: -البحث تم اعتماد المعادلة التكاملية

( )=

Tt

qc dyyytgdyyytktttD
00

)))(,,(,))(,,(),(,)( 

        (1.1) 

 ذات الشروط الحدودية 
0)(,0)0( ==  T

        (1.2) 
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1حيث أن:  < 𝛼 ≤ 2  ،𝐷𝛼𝐶  هو الاشتقاق الكسري القياسي لكابوتوCaputo  و ،𝛿 , 𝛾 ثوابت، و𝑡 ∈

J = [0, 𝑇]   و الدالة ، ــــ اللاخطية معرفة ب: 
 : [0 , 𝑇] × �̅� × �̅�  × �̅�  → �̅� 

 و

𝑘 , 𝑔 ∶ 𝐽 ×  𝐽 × �̅� → �̅� 

.‖مزود بمعيار  Banachهو فضاء باناخ  �̅�حيث أن  ‖ . 

 

 لتكن 

𝐶 = 𝐶( [0 , 𝑇], 𝑋)̅̅ ̅ 

 فضاء باناخ لكل الدوال المستمرة 
𝑃 ∶  [0 , 𝑇] ⟶ �̅� 

        مع المعيار الاعظم  .,0;)(sup TyyPP =  .  
-لمعادلة تكاملية (1. 1)-1).2)يهدف هذا البحث الى دراسة وجود الحل لمسألة القيمة الحدودية 

 .krasnoel'skii وباستعمال مبرهنة باناخ ومبرهنة  Banachتفاضلية كسرية في فضاء باناخ 
 

 تعريفات -2
 في هذا البند سنقدم بعضا من التعريفات والمأخوذات والمبرهنات التي نحتاجها في عملنا هذا.  

 
 [5،2( ]1.2تعريف ) -

اذا كانت   baLf ,   0و  يعرف التكامل من الرتبة    بالشكل 

  .)()(
)(

1 1


−−


=

b

a
a

b
dssfsbf 


    

 وبشرط وجود التكامل اعلاه.
 
 [ 2 ( ]2.2تعريف ) -

 يعرف بالصيغة  Caputo[، فأن الاشتقاق الكسري لكابوتو , b aدالة معرفة على الفترة المغلقة ] fلتكن 
 : التالية

.)()(
)(

1
))(( )(

0

1

0 dssfst
n

tfD n
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nc


−−−

−
= 


  

𝑛حيث أن  = [𝛼] + ]و  1  .  يمثل الجزء الصحيح لـ [

 
 [3: ]2.1مأخوذة 

αلتكن   >  فان:   0

𝐷𝑎
−𝛼𝑡  𝐷𝑎

𝛼𝑡  𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡2 + ⋯ 𝑐𝑛−1𝑡𝑛−1. 
𝑐𝑖لبعض  ∈ 𝑅 حيث ان𝑖 = 0,1,2 … , 𝑛 − 𝑛و   1 = [𝛼] +  .𝛼 تمثل الجزء الصحيح ل ـ [𝛼]و 1

 
 ( Krasnosel'skii fixed point theorem: )2.1مبرهنة 

  مقيدة.و محدبة -وتكون مغلقة �̅�جزئية غير خالية من فضاء باناخ مجموعة  Mلتكن  

 مؤثرين بحيث أن: Sو Rوليكن 
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1- MSyRx +  لكل ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀. 
2- R  .متراص ومستمر 
3- S . تطبيق انكماشي 

𝑧فيوجد  ∈ 𝑀   بحيث ان𝑧 =  𝑅𝑧 + 𝑆𝑧 . 
ــيكن  ــيم �̅�لـ ــع النظـ ــاخ مـ ــاء بانـ ــيكن ‖∙‖ فضـ ,𝐶([0، ولـ 𝑇], �̅�) ــاخ ــاء بانـ ــتمرة.  فضـ ــع الـــدوال المسـ  لجميـ
𝑃   والدالة ∶  [0, 𝑇] ⟶ �̅� مع المعيار الاعظم.   

 التفاضلية الكسرية ذات الشروط الحدودية التي لها الصيغة التالية:  -افرض المعادلة التكاملية

( )=

Tt

qc dyyytgdyyytktttD
00

)))(,,(,))(,,(),(,)(  

.0)(,0)0( ==  T 

1حيــــــــث أن  < 𝑞 ≤ ــو  qcDو  2  ، والدالــــــــة غيــــــــر الخطيــــــــةqمــــــــن الرتبــــــــة  Caputo كــــــــابوتو ةمشــــــــتقهــــــ
  : [0, 𝑇] × �̅�  × �̅� ×  �̅� ⟶ �̅�  و𝑘 , 𝑔: [0, 𝑇] × [0, 𝑇] × �̅� ⟶ �̅� :تحقق الفرضيات التالية 
:ℎيوجد دوال مستمرة  -أ  [0 , 𝑇] ⟶ [0, :ℎ1و (∞ [0, 𝑇] ⟶ [0,  ، بحيث أن:(∞

yxthdryrtkxrtk

t

−− )()),,(),,((
0

 

 و

ythdryrtk

t

)(),,( 1

0

  

لكل   Trt ,0,   وXyx ,. 
 

:𝑢وجود دوال مستمرة  -ب  [0, 𝑇] ⟶ 𝑅+ و 𝑢1: [0, 𝑇] ⟶ 𝑅+ :بحيث أن 

yxtudryrtgxrtg

T

−− )()),,(),,((
0

 

 و

ytudryrtg

T

)(),,( 1

0

  

لكل   Trt ,0,   و  Xyx ,. 
 

:𝑚يوجد دوال مستمرة  -ج [0, 𝑇] ⟶ 𝑅+ 0,(و(: →+RQ وعدد موجب N  :بحيث أن 
( ).)(),,,(),,,( 212121222111 zzyyxxQtmzyxtzyxt −+−+−−   

 و 

 
)0,0,0,(supN

T0,t

t


 =  

𝑡لكل  ∈ [0, 𝑇]  و𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 , 𝑥2 , 𝑦2, 𝑧2 ∈ �̅� حيث ان ،Q  هـي دالـة مسـتمرة وغيـر متزايـدة تحقـق الشـرط
𝑄 (𝜇(𝑡)𝑥) ≤ 𝑄(𝑥)𝜇(𝑡) عندما تكون ، 𝜇 ∶ [0, 𝑇] ⟶ 𝑅+ = [0,  دالة مستمرة.  .(∞

 : 2.2مأخوذة 
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1ليكن  < 𝑞 ≤  و  2 : 𝐽 × �̅� ⟶ �̅� هي دالة مستمرة، حيث ان  𝐽 = [0, 𝑇] ،المعادلة   فان
 ( تكافئ المعادلة التكاملية  2.1( ذات الشروط الحدودية )1. 1الكسرية  )التفاضلية 
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                                                                                                      (2.1) 
 ( لتكافئ المعادلة التكاملية التالية:1.1) -(2.1(، بالإمكان تحويل المسألة )1.2من المأخوذة )البرهان: 
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 وفي ضوء العلاقة  
𝐷𝑞𝑡  𝐼𝑞  (𝑦) =  (𝑦) , 𝐼𝑞𝐼𝛽  (𝑡) = 𝐼𝑞+𝛽 (𝑡). 

,  لكل   𝛽 >  ، فنحصل على:  0
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                                                                                                      (2.3) 
 (، نحصل على:  1. 2وبتطبيق الشرط الحدودي )
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 لذا، فان :  
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 ايضا حل للمعادلة التكاملية :   ( هو1.1) -( 2.1وبالتالي يكون حل المعادلتين )
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                                                                                                      (2.4) 
وهو المطلوب.
 

 
 

 المبرهنات الاساسية للبحث -3
 (: 3.1مبرهنة )

1)())(1)()(()ج( ،ولتكن  –أ( ) في حالة تحقق الفرضيات tuthymtL وان   =++
  TttLL ,0:)(sup 11 =  واذا وجد عدد موجبn بحيث                                  

 𝑄(‖𝑥 − 𝑦‖) < 𝑛 ‖𝑥 − 𝑧‖, (𝑛 > (1 وكان (0
)1(

1

)(

1
(1 

−
+





qq
TnL q    فان المعادلتين

𝐽( تمتلك حلًا وحيدا على الفترة المغلقة  1.1) -( 1.2التفاضليتين الكسريتين )-التكامليتين = [0, 𝑇]. 
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 البرهان: 
:𝑁نعرف الدالة   𝐶 ⟶ 𝐶   :على النحو التالي 
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 تمتلك نقطة ثابتة على المجموعة  Nبالإمكان اثبات ان الدالة 
 rCEr =  , 

 (، وعليه 1.1)  -(  2.1وهذه النقطة الثابتة تمثل الحل للمعادلتين )
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 مقيدة. 𝑁(𝐸𝑟) لذا  

 هو انكماش. Nلإثبات أن  باناخ انكماشمبدأ  نستعملبعد ذلك، 
,𝑥ليكن  𝑧 ∈ 𝐶    ولكل𝑡 ∈ [0, 𝑇]  :فنحصل على ، 
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هو تطبيق انكماشي، وحسب مبرهنة باناخ للنقطة   N   مما سبق، وباتباع مبدأ الانكماش الاساسي، نستنتج ان 
 . (1.2)-(1.1)تمثل حل لمسالة القيم الحدودية  N  الثابتة فيوجد نقطة وحيدة للتطبيق
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 هو انكماش   𝑆𝑥الان، سنبرهن على ان   

( )

( ) )7.3(.)))(,,(,))(,,(),(,

))(,,(,))(,,(),(,)(
)1(

0 0

222

0 0

111

0

2

21

dydxygdxykyxy

dxygdxykyxyyT
q

t
SxSx

y T

y TT

q

 

 

−

−
−

− −





                

 −++−
−

 −

T

q dyxxyuyhymyT
q

t

0

21

2 )())()(1()()(
)1(

  



 .تفاضلية من الرتبة الكسرية ذات شروط حدودية -وجود ووحدانية الحل لمعادلة تكاملية
 

 
259 

.
)(

.)(
)1(

21
1

0

211

2

21

xxT
q

nL

dyxxnLyT
q

t
SxSx

q

T

q

−




−−
−

−



−


 

 دالة مستمرة.   Rx  مستمرة، فان 𝑥(𝑡)هو تطبيق انكماش، وبما انه   Sمن الواضح ان  
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 متساوي الاستمرارية.   Rx(t). الان سنبرهن أن 𝐸𝑟 هي مقيدة بانتظام على   Rوبالتالي، فان 
,𝑡1لتكن  𝑡2 ∈ [0, 𝑇]     و𝑡1 < 𝑡2 و 𝑥 ∈ 𝐸𝑟. 

𝐽 متراصة و مقيدة على المجموعة    وباعتبار ان  × 𝐸𝑟   :فان 
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 يعتبر متراصاً.  R، فان Arzela – Ascoliمتراص محليا، وباستعمال مبرهنة  Rلذلك فان 
 .krasnosel'skiiوبالتالي، فإننا نستخلص نتائج مبرهنة  
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