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Abstract: 

In this paper, it is obtained to approximate estimation for parameters of the two-tailed truncated 

regression model by Lindely approach. The prior non- informative was used for the regression 

parameters matrix when the variance matrix is known and the two truncated points are also 

known. Under the quadratic loss function, the estimates approximations of the regression 

parameters matrix around zero up to third order moments are obtained. 
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 المقدمة   – 1

اهمية       من  الموضوع  لهذا  لما  المتغيرات  متعدد  المبتور  تحليل الانحدار  موضوع  الماضية  السنين  خلال  الباحثون  تناول 
تناول    بحثا    Frenandes and Steel [1]لدراسة العديد من الظواهر الاقتصادية والاجتماعية والطبيعية وغيرها ، فقد قدم  

مع افتراض ان الخطأ  واسلوب بيز رات باستخدام الاسلوب الكلاسيكيمتعدد المتغي  فيه تقدير معلمات نموذج الانحدار المبتور
رى،  ــــــات الصغـــدار خطي حسب طريقة المربعـــلنموذج انح  βتناول فيه تقدير المعلمة    بحثا    Yan  [2]  قدم    .  t  توزيع  يتوزع

قـــــــــدّر الانحدار الطبيعي المبتور باستخدام طريقة الامكان الاعظم ،  معلمة نموذج  Alathari and Al-sarraf [3]  بينما 
التحليل التشخيصي لنموذج الانحدار الخطي مع بتر متغير الاستجابة وان الخطأ فيه يتبع   Massuia et. al. [4]  وعرض
 ع  ــــــ، و قدموا خلال البحث تقدير المعلمات بطريقة تعظيــــم التوق tتوزيع 

Maximization Expected    الحرية هي التي تجعل المعلمات المقدرة قوية وذكروا ان بعض الباحثين لاحظوا ان ثبات درجة
المبتور ، حيث كانت النتائج التي قدمها تتعلق بحساب    tبعض النتائج عن متعدد المتغيرات لتوزيع    .Ho. et. al  [5]  و قدّم.  

الوسط والتباين عن طريق احتساب العزوم من الرتبة الاولى والثانية عندما يكون هناك بتر من الطرفين ، وقدم حالة خاصة  
 ايضا" عنما يكون البتر من جهة اليمين مع اعطاء بعض الامثلة والتطبيقات . 

 –   30)  كثيرة في التطبيقات العملية كما في تطبيقات النظرية الاحصائية  . تزايد الاهتمام في ال ـ  استخدامات   tان لتوزيع   
الى النمذجة الاحصائية التقليدية فقد أُستخدم التوزيع في    فبالإضافة،  [6]    المتعدد المتغيرات   t( سنة الماضية بتوزيع    20

 tبيز من حيث التعرف على التوزيعات اللاحقة بعد التعرف على التوزيعات الاولية . كذلك اُستخدم توزيع   باحصاء  النمذجة
 .  [7] ز ــــؤ عن طرق بيـــــدد المتغيرات في التنبــــالمتع

ان من الممكن استخدام التوزيعات المبتورة ذات الذيل السميك )     Inmaculada et. al. [8]في التطبيقات العملية ذكر  
والفيزيائية والهيدرولوكية )علم المياه( والهندسية وتطبيقات اخرى مثل الزلازل الكبيرة       ( في التطبيقات  المالية  tومنها توزيع  

ان العلماء و في التخطيط المهني  ايضا"  المتعدد المتغيرات يستخدم    tان توزيع      Kots [9]وذكر  .  وحرائق مساحات الغابات
 لىستخدم التوزيع في التطبيق عضا أُ ، وأي بدأوا باستخدام التوزيع في بيئة التعليم وبالتحديد فيما يخص موضوع تمييز الكلام  

 .   البيانات الامنية العائدة
 هدف البحث :  -2
 الثنائي المبتور .  tالهدف من البحث هو استخدام تقريب لندلي لتقدير معلمات نموذج انحدار  

   المبتور متعدد المتغيرات :  tوصف نموذج انحدار  -3
 بالشكل التالي :   [10] دد المتغيراتـــور متعـــــالمبت  tدار ــــوذج انحـــيوصف نم 

𝑦𝑖 = 𝛽𝑥𝑖 + 𝑢𝑖                                                         (1) 

 حيث ان : 
 yi  متجه المشاهدة :i  ويمكن تمثيله كما يلي :  (2)ذو سعة لمتغيرات الاستجابة ، 

𝑦𝑖 = ( 𝑦1𝑖     𝑦2𝑖)
′ 

   xi  متجه للمشاهدة :i ويأخذ الشكل التالي :    للمتغيرات التوضيحية 
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𝑥𝑖 = (
1
𝑥𝑖1

) 

 وتأخذ الشكل الاتي :   2*2فهي تمثل مصفوفة معلمات الانحدار ذات سعة   βاما المصفوفة  

𝜷 = [
𝛽01   𝛽11

𝛽02   𝛽12
] 

ui  متجه الخطأ العشوائي للمشاهدة :i  ذو سعة(k)   : ويكون كالشكل التالي 
𝑢𝑖 = (𝑢1𝑖   𝑢2𝑖)

′
 

, a)مبتورا" من طرفين ضمن الفترة  yiفاذا كان متجه مشاهدات متغير الاستجابة  b )   : حيث ان 
𝑎 =  (𝑎1   𝑎2 )

′ 

𝑏 =  (𝑏1   𝑏2 )
′ 

 والذي يوصف بالشكل التالي :   ( a̠ ,b̠)متعدد المتغيرات المبتور من طرفين ضمن الفترة  tيتبع توزيع   yiوكان 
𝑦𝑖|𝛽, Σ ~ 𝑡2𝑇(𝑎 ,𝑏)

(𝛽𝑥𝑖 , Σ, 𝑣)  

التي تنص على ان الدالة الخطية في متغير طبيعي مبتور مضافا" اليه ثابت      Kelly  [11]  ذكرهاوباستخدام النظرية التي  
 فأن :   مختلطةوباستخدام التوزيعات ال يتبع التوزيع الطبيعي المبتور

𝑦𝑖|𝛽, Σ, T ~ 𝑁𝑇(𝑎 ,𝑏)
(𝛽𝑥𝑖 , τΣ) 

 و بما ان :  
𝑢𝑖 = 𝑦𝑖 −  𝛽𝑥𝑖                                                                                       (2) 

𝑢𝑖|Σ ~ 𝑁𝑇(𝑎 ,𝑏)
(𝑜, τΣ) 

 حيث ان :  
𝑎1 =  𝑎 −  𝛽𝑥𝑖 

𝑏1 =  𝑏 −  𝛽𝑥𝑖 

,β ) المشروط بـ  yiفانه يمكن التعبير عن دالة كثافة احتمال لمختلطة وبالاستناد الى التوزيعات ا Σ)  : بالشكل التالي 

𝑓(𝑦𝑖|𝛽, Σ) =  
∫ 𝑓(𝑦𝑖|𝛽, Σ, τ)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

∞

0

𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
=  

∫ 𝑓(𝑦𝑖|𝛽, Σ, τ)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
∞

0

∫ ∫ 𝑓(𝑦𝑖|𝛽, Σ, τ)𝑓(𝜏)𝑑𝑦𝑖𝑑𝜏
𝑏

𝑎

∞

0

        (3) 

 هي :  τان دالة الامكان المشروطة بـ 

𝐿(𝛽|𝜏) =  [
1

𝐹∗(𝑏|𝜏) − 𝐹∗(𝑎|𝜏)
]
𝑛

.
𝑒− 

1
2𝜏

∑(𝑦𝑖− 𝛽𝑥𝑖)
′Σ−1(𝑦𝑖−𝛽𝑥𝑖)

(2𝜋𝜏)𝑛/2 |Σ|𝑛/2
                           (4) 
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𝐹∗(𝑏|𝜏) − 𝐹∗(𝑎|𝜏) =  ∫
𝑒− 

1
2𝜏

(𝑦𝑖− 𝛽𝑥𝑖)
′Σ−1(𝑦𝑖−𝛽𝑥𝑖)

2𝜋𝜏 |Σ|
1
2

𝑏

𝑎

 𝑑𝑦𝑖                                      (5) 

 :  [12]هي  τالمشروطة بـ   βغير خبرية حول مصفوفة معلمات الانحدار   اوليةوبافتراض توفير معلومات 

𝑝(𝛽, Σ|𝜏) ∝  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑐 =  (Σ)−
𝑝+1

2                                                                           (6)  

و باستخدام نظرية بيز يكون التوزيع   βعد دمج معلومات العينة مع المعلومات المسبقة حول مصفوفة معلمات الانحدار  بو 
 :  τـ المشروط ب βلـ   لاحقال

𝑝(𝛽|𝜏, 𝑑𝑎𝑡𝑎) =  
𝐿(𝛽|𝜏) 𝑝(𝛽|𝜏)

∫ 𝐿(𝛽|𝜏) 𝑝(𝛽|𝜏)𝑑𝛽
𝛽

                                                                   (7) 

 :  βمقدر بيز التقريبي لمصفوفة معلمات الانحدار   – 4
التوقع الرياضي للتوزيع البعدي لمصفوفة  هو    β|τيكون مقدر بيز لمصفوفة المعلمات      [13]  تحت دالة الخسارة التربيعية

 ( اعلاه اي ان :  3الذي سبق تعريفه في المعادلة ) τالمشروط بـ  βالمعلمات 

�̂�𝐵|𝜏 =
∫ 𝛽𝐿(𝛽|𝜏, 𝑑𝑎𝑡𝑎) 𝑝(𝛽|𝜏)𝑑𝛽

∫ 𝐿(𝛽|𝜏, 𝑑𝑎𝑡𝑎) 𝑝(𝛽|𝜏)𝑑𝛽
                                                                           (8)  

 

 وكالاتي :    [14]دا ايجاد قيمة التكامل اعلاه تحليليا" لذلك لجئنا الى تقريب لندلي لايجاد مقدر بيز التقريبي ــن الصعب جم
𝑢(𝛽|𝜏) = 𝑣𝑒𝑐 (𝛽|𝜏) 

            = (𝛽10     𝛽20    𝛽11     𝛽21 )
′  

 يكون بالشكل التالي :   u(β|τ)لـ   اللاحقوتقريب لندلي للتوقع 
𝐸(𝑢|𝛽, 𝜏) ≅  𝑢(𝛽|𝜏)

+ 
1

2
 ∑∑[(𝑢𝑖𝑗|𝜏 + 2(𝑢𝑖|𝜏)(𝜌𝑗|𝜏)] (𝑉𝑖𝑗|𝜏)

4

𝑖=1

4

𝑖=1

+ 
1

2
 ∑∑ ∑∑[(𝐿𝑖𝑗𝑘|𝜏)(𝑉𝑖𝑗|𝜏)(𝑉𝑘𝑙|𝜏)𝑢𝑙|𝜏)] 

4

𝑖=1

                                                 (9)

4

𝑖=1

4

𝑖=1

4

𝑖=1

 

 ( كالاتي :  9ويتم ايجاد مكونات المعادلة )
ρj|τ     :  لمصفوفة معلمات الانحدار    الاوليتمثل المشتقة الجزئية الاولى للوغاريتم الطبيعي للتوزيعβ     نسبة الى كل معلمة

 وكالاتي :   βمن معلمات المصفوفة 

𝜌10 =
𝜕𝜌

𝜕𝛽10
= 

𝜕 ln 𝑝(𝛽|𝜏)

𝜕𝛽10
     , 𝜌11 =

𝜕𝜌

𝜕𝛽11
=  

𝜕 ln 𝑝(𝛽|𝜏)

𝜕𝛽11
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𝜌20 =
𝜕𝜌

𝜕𝛽20
= 

𝜕 ln 𝑝(𝛽|𝜏)

𝜕𝛽10
     , 𝜌21 =

𝜕𝜌

𝜕𝛽21
= 

𝜕 ln 𝑝(𝛽|𝜏)

𝜕𝛽10
    

 ان جميع المشتقات الجزئية اعلاه تساوي الصفر . علما  
,β10 )وهي  لنموذج الانحدار  معلمات    اربعسوف يتم تقدير   β11 , β20, β21)      عندما تكونΣ  ذلك سوف تكون  معلومة ل

 .  m=4حدود المجاميع في تقريب لندلي لغاية 
 حيث ان : و 

𝑓(𝑦𝑖|𝐵, 𝛴, τ) =  
1

𝐹(𝑏|𝜏) − 𝐹(𝑎|𝜏) (2𝜋𝜏) ( Σ)
1

2⁄
 𝑒− 

(𝑦𝑖− 𝛽𝑋)′Σ−1(𝑦𝑖− 𝛽𝑋)
2τ  

 

𝐹(𝑏|𝜏) − 𝐹(𝑎|𝜏) =  𝛼 =  ∫
1

 (2𝜋𝜏) ( Σ)
1

2⁄
 𝑒− 

∑(𝑦𝑖− 𝛽𝑋)′Σ−1(𝑦𝑖− 𝛽𝑋)
2τ 𝑑𝑦𝑖

𝑏

𝑎

 

 

𝐿(𝐵|Σ, τ) =  
1

𝛼∗(2𝜋𝜏)𝑛(Σ )
𝑛

2⁄
𝑒− 

(𝑦𝑖− 𝛽𝑋)′Σ−1(𝑦𝑖− 𝛽𝑋)
2τ                                            (10) 

 من المتغيرات يكون :   nوفي حالة 

𝛼∗ = ∫
1

 (2𝜋𝜏)𝑛( Σ)
𝑛

2⁄
 𝑒− 

∑ (𝑦𝑖− 𝛽𝑋)′Σ−1(𝑦𝑖− 𝛽𝑋)𝑖=1
2τ 𝑑𝑦

𝑏

𝑎

                                          (11) 

 ليكن  : 
𝑄𝑖 = (𝑦𝑖 −  𝛽𝑋)′Σ−1(𝑦𝑖 −  𝛽𝑋) 

Σ−1 =  [
𝜎11

∗ 𝜎12
∗

𝜎21
∗ 𝜎22

∗ ] =  [
Σ1

∗

Σ2
∗] 

Σ1
∗ = [𝜎11

∗     𝜎12
∗ ]  , Σ2

∗ = [𝜎21
∗      𝜎22

∗ ]    

𝜕𝑄𝑖

𝜕𝛽10
=  −2 Σ1

∗(𝑦𝑖 −  𝛽𝑥𝑖) ;   
𝜕𝑄𝑖

𝜕𝛽10
=  −2 Σ1

∗𝑥𝑖(𝑦𝑖 −  𝛽𝑥𝑖)  

𝜕𝑄𝑖

𝜕𝛽20
= −2 Σ2

∗(𝑦𝑖 −  𝛽𝑥𝑖) ;  
𝜕𝑄𝑖

𝜕𝛽21
= −2 Σ2

∗𝑥𝑖(𝑦𝑖 −  𝛽𝑥𝑖) 

𝐿1 = 
𝜕𝑙𝑛𝑙

𝜕𝛽10
= 

1

𝜏
 [𝑛�̅� −  ∑𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

𝑛

𝑖=1

]                                                                     (12) 

𝐿2 = 
𝜕𝑙𝑛𝑙

𝜕𝛽11
=

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜏
 [𝑦𝑖 −  𝐸(𝑐𝑖|𝜏)]                                                                     (13)  

 



)205-192( 20, 201, No: 29Vol:  ),125X-ISSN 1812Journal of Education and Science ( 

 

197 
 

𝐿3 = 
𝜕𝑙𝑛𝑙

𝜕𝛽20
= 

1

𝜏
 [𝑛�̅� − ∑ 𝐸(𝑐1|𝜏)

𝑛

𝑖=1

]                                                                      (14) 

𝐿4 = 
𝜕𝑙𝑛𝑙

𝜕𝛽21
=

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜏
 [𝑦𝑖 −  𝐸(𝑐1|𝜏)]                                                                   (15)  

 حيث ان :  
𝑐𝑖 = Σ1

∗𝑦𝑖  ;  𝑐1 = Σ2
∗𝑦𝑖  

L1  ( بالنسبة الى 10تمثل المشتقة الاولى من المعادلة رقم )β10 
L2  ( بالنسبة الى 10تمثل المشتقة الاولى من المعادلة رقم )β11 
L3  ( بالنسبة الى 10تمثل المشتقة الاولى من المعادلة رقم )β20 
L4  ( بالنسبة الى 10تمثل المشتقة الاولى من المعادلة رقم )β21 

𝐿11 = 
𝜕𝐿1

𝜕𝛽10
= −

1

𝜏2
∑[𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) − (𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2
 ]                                                 (16)

𝑖=1

 

𝐿12 = 
𝜕𝐿1

𝜕𝛽11
= −

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜏2
[𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) − (𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2
 ]                                                (17) 

𝐿13 = 
𝜕𝐿1

𝜕𝛽20
=  −

1

𝜏2
∑[𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) ]                                        (18) 

𝑖=1

 

𝐿14 = 
𝜕𝐿1

𝜕𝛽11
= −

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜏2
[𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) ]                                      (19) 

𝐿21 = 𝐿12   

𝐿22 = 
𝜕𝐿2

𝜕𝛽11
=  −

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝜏2
[𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) − (𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2
 ]                                              (20) 

𝐿23 = 
𝜕𝐿2

𝜕𝛽20
= −

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜏2
[𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) ]                                       (21) 

𝐿24 = 
𝜕𝐿2

𝜕𝛽11

= −
∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝜏2
[𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) − Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

− 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏)−Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖 𝐸(𝑐𝑖|𝜏) ]                                                                          (22) 

𝐿31 = 𝐿13  ;  𝐿32 = 𝐿23  

𝐿33 = 
𝜕𝐿3

𝜕𝛽20
= −

1

𝜏2
∑[𝐸(𝑐1

2|𝜏) − (𝐸(𝑐1|𝜏))
2
 ]

𝑖=1

                                                  (23) 
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𝐿34 = 
𝜕𝐿3

𝜕𝛽11
=  −

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜏2
[𝐸(𝑐1

2|𝜏) − (𝐸(𝑐1|𝜏))
2
 ]                                            (24)  

𝐿44 = 
𝜕𝐿3

𝜕𝛽11
=  −

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝜏2
[𝐸(𝑐1

2|𝜏) − (𝐸(𝑐1|𝜏))
2
 ]                                           (25) 

 حيث ان : 
 L11  ( (  بالنسبة الى  12تمثل المشتقة الثانية من المشتقة الاولى ) المعادلة رقم )β10 

L12  ( (  بالنسبة الى  12تمثل المشتقة الثانية من المشتقة الاولى ) المعادلة رقم )β11 
L13  ( (  بالنسبة الى  12تمثل المشتقة الثانية من المشتقة الاولى ) المعادلة رقم )β20 
L14  ( (  بالنسبة الى  12لمشتقة الثانية من المشتقة الاولى ) المعادلة رقم )تمثل اβ21 

 وكذا بالنسبة الى المشتقات الباقية . 
 وبهذا تصبح مصفوفة المشتقات الثانية المتماثلة كما يلي :

𝐿2 = [

𝐿11

⋮
⋮
⋮

𝐿12

𝐿22…
…

𝐿13

𝐿23

𝐿33

⋯

      

𝐿14

𝐿24

𝐿34

𝐿44

]        

 (L2)من معكوس المصفوفة  (ij): تمثل العنصر  Lijاما العناصر 

 ونحتاج الى ايجاد المشتقة للوغاريتم دالة الامكان نسبة الى المعلمات المطلوب تقديرها وكالاتي :   
 

𝐿111 =  
𝜕𝐿11

𝜕𝛽10
= −

1

𝜏3
∑[𝐸(𝑐𝑖

3|𝜏) − 2Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) −  𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏) + Σ1

∗ 𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2

𝑖=1

+  2(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
3
 ]                                               (26)  

  

𝐿112 =  
𝜕𝐿11

𝜕𝛽11
= −

∑ 𝑥𝑖𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

3|𝜏) − 2Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) −  𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏) + Σ1

∗ 𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2

+  2(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
3
  ]                                                                                   (27)      

𝐿113 =  
𝜕𝐿11

𝜕𝛽20
= −

1

𝜏3
∑[𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) + 3Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) −  𝐸(𝑐1|𝜏)𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏)  

𝑖=1

− 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏)

+ 2𝐸(𝑐1|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2
 ]                                                                     (28)  
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𝐿114 = 
𝜕𝐿11

𝜕𝛽21
= −

∑ 𝑥𝑖𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) + 3Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) −  𝐸(𝑐1|𝜏)𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏)  

− 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏)

+ 2𝐸(𝑐1|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2
]                                                                   (29) 

𝐿121 =  
𝜕𝐿12

𝜕𝛽10
= −

∑ 𝑥𝑖𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

3|𝜏) − 2Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏)

+  2 Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))

2
 

− 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)
3 ]                                                                                      (30)   

𝐿122 = 
𝜕𝐿12

𝜕𝛽11
= −

∑ 𝑥𝑖
2

𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

3|𝜏) − 2Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏)

+  2 Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))

2
 − 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

3 ]                                    (31) 

𝐿123 = 
𝜕𝐿12

𝜕𝛽20
=  −

∑ 𝑥𝑖𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

2𝑐1|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) − 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏)

+  Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))

2
+ Σ1

∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + 2𝐸(𝑐1|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2

−  2 Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏)]                                                                (32)   

𝐿124 =  
𝜕𝐿12

𝜕𝛽21

= −
∑ 𝑥𝑖

2
𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

2𝑐1|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) − 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2

+ Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + 2𝐸(𝑐1|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))

2

−  2 Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏)]                                                                                     (33)      

𝐿131 =  𝐿113  ;  𝐿132 = 𝐿123 

𝐿133 =  
𝜕𝐿13

𝜕𝛽20
= −

1

𝜏3
∑[𝐸(𝑐1

2𝑐𝑖|𝜏) − 2Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + (Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖)
2 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)  

𝑖=1

− 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏)

+ 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2
 ]                                                                                           (34)     

𝐿134 =  
𝜕𝐿13

𝜕𝛽21
= −

∑ 𝑥𝑖𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐1

2𝑐𝑖|𝜏) − 2Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + (Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖)
2 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

− 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏)

+ 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2
]                                                                     (35)   

𝐿141 =  𝐿114  ;  𝐿142 = 𝐿124  ;  𝐿143 =  𝐿134 
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𝐿144 =  
𝜕𝐿14

𝜕𝛽21
= −

∑ 𝑥𝑖
2

𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐1

2𝑐𝑖|𝜏) − 2Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + (Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖)
2 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

− 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏)

+ 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)(𝐸(𝑐1|𝜏))
2
]                                                                            (36) 

𝐿211 = 𝐿112  ;  𝐿212 = 𝐿122  ;  𝐿213 =  𝐿123  ;  𝐿214 = 𝐿124  ;  𝐿221 = 𝐿122 

𝐿222 = 
𝜕𝐿22

𝜕𝛽20
= −

∑ 𝑥𝑖
3

𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

3|𝜏) − 2Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖

2|𝜏) −  𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏)

+  2(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
3
 ]                                                                                     (37) 

𝐿223 = 
𝜕𝐿22

𝜕𝛽20

= −
∑ 𝑥𝑖

2
𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

2𝑐1|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) − 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2

+ Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + 2𝐸(𝑐1|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))

2

−  2 Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏)]                                                                                       (38) 

𝐿224 = 
𝜕𝐿22

𝜕𝛽21
= −

∑ 𝑥𝑖
3

𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐𝑖

2𝑐1|𝜏) − 𝐸(𝑐𝑖
2|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏) − 2𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏)

+ Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))

2
+ Σ1

∗ 𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + 2𝐸(𝑐1|𝜏)(𝐸(𝑐𝑖|𝜏))
2

−  2 Σ1
∗ 𝛽𝑥𝑖 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1|𝜏)]                                                                (39) 

𝐿231 = 𝐿123  ;  𝐿232 = 𝐿223  ;  𝐿233 = 𝐿322  ;  𝐿234 = 𝐿324  ;  𝐿311 = 𝐿113 

𝐿312 = 𝐿123  ;  𝐿313 = 𝐿133  ;  𝐿314 =  𝐿134  ;  𝐿321 = 𝐿123  ;  𝐿322 = 𝐿223 

𝐿323 = 
𝜕𝐿13

𝜕𝛽20
= −

∑ 𝑥𝑖𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐1

2𝑐𝑖|𝜏) − 2Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + (Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖)
2 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

− 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏) + 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)(𝐸(𝑐1|𝜏))

2
]                                          (40)   

𝐿324 = 
𝜕𝐿32

𝜕𝛽21
= −

∑ 𝑥𝑖
3

𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐1

2𝑐𝑖|𝜏) − 2Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + (Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖)
2 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

− 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏) + 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)(𝐸(𝑐1|𝜏))

2
]                                    (41) 

𝐿331 = 𝐿133  ;  𝐿332 = 𝐿232 = 𝐿323    

𝐿333 = − 
1

𝜏3
[𝐸(𝑐1

3|𝜏) −  𝐸(𝑐1|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏) ]                                                         (42)  

𝐿334 = 𝐿433  ;  𝐿341 = 𝐿134 ;  𝐿342 = 𝐿234 ;  𝐿343 = 𝐿334 = 𝐿433 ;  𝐿344 = 𝐿342  

𝐿411 = 𝐿114  ;  𝐿412 = 𝐿124 ;  𝐿413 = 𝐿134 ;  𝐿414 = 𝐿114 = 𝐿411 ;  𝐿421 = 𝐿124  

𝐿422 = 𝐿224  ;  𝐿423 = 𝐿234  
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𝐿424 = 𝐿244  =  
𝜕𝐿42

𝜕𝛽21

= −
∑ 𝑥𝑖

3
𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐1

2𝑐𝑖|𝜏) − 2Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐𝑖𝑐1|𝜏) + (Σ2

∗  𝛽𝑥𝑖)
2 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)

− 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏) + 𝐸(𝑐𝑖|𝜏)(𝐸(𝑐1|𝜏))

2
]                                       (43) 

𝐿431 = 𝐿134  ;  𝐿432 = 𝐿234 ;  𝐿433 = 𝐿334 ;  𝐿434 = 𝐿344; 𝐿441 = 𝐿144 ;  𝐿442 = 𝐿244 ;   𝐿443

= 𝐿344 

𝐿444 = 
𝜕𝐿44

𝜕𝛽21
= −

∑ 𝑥𝑖
3

𝑖=1

𝜏3
[𝐸(𝑐1

3|𝜏) − 2Σ2
∗  𝛽𝑥𝑖𝐸(𝑐1

2|𝜏) −  𝐸(𝑐1|𝜏)𝐸(𝑐1
2|𝜏)

+  2(𝐸(𝑐1|𝜏))
3
 ]                                                                                    (44) 

 حيث ان : 
 L111  ( (  بالنسبة الى  16تمثل المشتقة الثالثة من المشتقة الثانية ) المعادلة رقم )β10 

L112  ( (  بالنسبة الى  16تمثل المشتقة الثالثة من المشتقة الثانية ) المعادلة رقم )β11 
L113  ( (  بالنسبة الى  16تمثل المشتقة الثالثة من المشتقة الثانية ) المعادلة رقم )β20 
L114  ( (  بالنسبة الى  16تمثل المشتقة الثالثة من المشتقة الثانية ) المعادلة رقم )β21 

 وهكذا لبقية المعادلات الاخرى .
 ويمكن وضع هذه المشتقات في مصفوفة متماثلة وكما يلي :  

𝐿16∗4
(3)

= 

[
 
 
 
 
𝐿111 𝐿112 𝐿113 𝐿114

⋮
𝐿122

⋱
⋱

𝐿123 𝐿124

𝐿133 𝐿134

⋮
𝐿441 𝐿442 𝐿443 𝐿444]

 
 
 
 

 

ci)فانه بالامكان ايجاد القيمة المتوقعة لـ  [15]علاقات الاشكال التكعيبيةستخدام وبا
 وكالاتي :  (τ)    المشروطة بـ  (3

𝐸(𝑐𝑖
3) = Σ1

∗ Μ3 (Σ1
∗𝑇   ⊗ Σ1

∗𝑇 ) + 3𝐸𝑐𝑖
2𝐸𝑐𝑖 − 2(𝐸𝑐𝑖)

3                                           (45)  

 اذ ان :  
𝑀3 = 𝐸 [((𝑦𝑖 − 𝑚))(𝑦𝑖 − 𝑚)′ ⊗ (𝑦𝑖 − 𝑚)′|𝜏]                                                      (46) 

 . (τ)المشروط بـ  (yi)يمثل العزم الاول للمتجه  mوان 
 Μ3 ذات سعة  : تمثل مصفوفة التوقعات(2x4)   عناصرها مثل العزوم المركزية والعزوم المشتركة المشروطة بـ(τ) .  

Μ3 = [
𝐸𝑦1

3 𝐸𝑦1
2𝑦2 𝐸𝑦1

2𝑦2

𝐸𝑦1
2𝑦2 𝐸𝑦1𝑦2

2 𝐸𝑦1𝑦2
2   

𝐸𝑦1𝑦2
2

𝐸𝑦2
3 ]  

 اذ ان :  
 𝐸 (𝑦𝑖

𝑟) = 𝐸 (𝑦𝑖 − 𝐸𝑦𝑖|𝜏)
𝑟|𝜏  

𝐸(𝑦𝑖
𝑟𝑦𝑖

𝑠) = 𝐸 (𝑦𝑖 − 𝐸𝑦𝑖|𝜏)
𝑟𝐸 (𝑦𝑖 − 𝐸𝑦𝑖|𝜏)

𝑠           𝑟 ≠ 𝑠  
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 عندها ستكون تقديرات لندلي للمعلمات كما يلي : 
�̂�𝐵 = 𝑢 + (𝑢1𝑎1 + 𝑢2𝑎2 + 𝑢3𝑎3 + 𝑢4𝑎4 + 𝑎5 )

+
1

2
 [𝐴 (𝑢1𝑟11 + 𝑢2𝑟12 + 𝑢3𝑟13 + 𝑢4𝑟14) + 𝐵(𝑢1𝑟21 + 𝑢2𝑟22 + 𝑢3𝑟23 + 𝑢4𝑟24)

+ 𝐶(𝑢1𝑟31 + 𝑢2𝑟32 + 𝑢3𝑟33 + 𝑢4𝑟34)

+ 𝐷(𝑢1𝑟41 + 𝑢2𝑟42 + 𝑢3𝑟43 + 𝑢4𝑟44)]                                               (47)  

 حيث ان :  
𝑎1 = 𝜌10𝑟11 + 𝜌11𝑟12 + 𝜌20𝑟13 + 𝜌21𝑟14 =  0 

𝑎2 = 𝜌10𝑟21 + 𝜌11𝑟22 + 𝜌20𝑟23 + 𝜌21𝑟24 =  0 

𝑎3 = 𝜌10𝑟31 + 𝜌11𝑟32 + 𝜌20𝑟33 + 𝜌21𝑟34 =  0 

𝑎4 = 𝜌10𝑟41 + 𝜌11𝑟42 + 𝜌20𝑟43 + 𝜌21𝑟44 =  0 

𝑎5 =
1

2
 [𝑢11𝑟11 + 𝑢22𝑟22 + 𝑢33𝑟33 + 𝑢44𝑟44] =  0 

𝐴 = 𝑟11𝐿111 + 2𝑟12𝐿121 + 2𝑟13𝐿131 + 2𝑟14𝐿141 + 2𝑟23𝐿231 + 2𝑟24𝐿241 + 𝑟22𝐿221 + 𝑟33𝐿331

+ 𝑟44𝐿441 

𝐵 = 𝑟11𝐿112 + 2𝑟12𝐿122 + 2𝑟13𝐿132 + 2𝑟14𝐿142 + 2𝑟23𝐿232 + 2𝑟24𝐿242 +           𝑟22𝐿222 +

𝑟33𝐿332 + 𝑟44𝐿442  

𝐶 =  𝑟11𝐿113 + 2𝑟12𝐿123 + 2𝑟13𝐿133 + 2𝑟14𝐿143 + 2𝑟23𝐿233 + 2𝑟24𝐿243 + 𝑟22𝐿223 + 𝑟33𝐿333

+ 𝑟44𝐿443 

    𝐷 =  𝑟11𝐿114 + 2𝑟12𝐿124 + 2𝑟13𝐿134 + 2𝑟14𝐿144 + 2𝑟23𝐿234 + 2𝑟24𝐿244 + 𝑟22𝐿224

+ 𝑟33𝐿334 + 𝑟44𝐿444 

 :   𝛃𝟏𝟎مقدر بيز للمعلمة  .1

 اي ان :  τالمشروط بـ  β10في هذه الحالة يتم ايجاد التوقع اللاحق لـ  
𝑢(𝛽10|𝜏) =  𝛽10 

𝑢1 = 
𝜕𝑢

𝜕𝛽10
= 1  ;  𝑢2 = 

𝜕𝑢

𝜕𝛽11
= 0 ;  𝑢3 = 

𝜕𝑢

𝜕𝛽20
= 0 ;  𝑢4 = 

𝜕𝑢

𝜕𝛽21
= 0  

 

𝑢11 =
𝜕2𝑢

𝜕𝛽0
2 = 0   

𝑢12 = 𝑢13 = 𝑢21 = 𝑢22 = 𝑢23 = 𝑢31 = 𝑢32 = 𝑢33 = 0  

 

𝜕𝜌10

𝜕𝛽10
=  

𝜕𝜌20

𝜕𝛽11
=

𝜕𝜌20

𝜕𝛽20
=

𝜕𝜌21

𝜕𝛽21
=  0 →  𝜌10 = 𝜌11 =  𝜌20 = 𝜌21  

�̂�10𝐵|𝜏 =  �̂�10 +
1

2
[𝐴𝑟11 + 𝐵𝑟21 + 𝐶𝑟31 + 𝐷𝑟41 ]| 𝛽10=�̂�10
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 𝛽10يمثل مقدر المربعات الصغرى لـ  �̂�10اذ ان 

 فهو :   𝛽0اما مقدر بيز غير الشرطي لـ 

�̂�10𝐵 = 𝐸𝐸 ( �̂�10𝛽 |𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜏 ) = 𝐸 ∫ (�̂�10𝐵|𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
∞

0

   

 :   𝛃𝟏𝟏مقدر بيز للمعلمة  .2

 وذلك باعتبار :  τالمشروط بـ   𝛽11يتم ايجاد التوقع اللاحق لـ  

𝑢(𝛽11|𝜏) =  𝛽11 

𝑢1 = 
𝜕𝑢

𝜕𝛽10
= 0  ;  𝑢2 = 

𝜕𝑢

𝜕𝛽11
= 1 ;  𝑢3 = 

𝜕𝑢

𝛽20
= 0 ; 𝑢4 = 

𝜕𝑢

𝛽21
 = 0 

𝑢22 =
𝜕2𝑢

𝜕𝛽10
2 = 0   

𝑢11 = 𝑢12 = 𝑢13 = 𝑢21 = 𝑢23 = 𝑢31 = 𝑢32 = 𝑢33 = 0  

 

𝐸 ( �̂�11𝐵 |𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜏 ) =  �̂�𝐵|𝜏  =  �̂�11 +  
1

2
[𝐴𝑟12 + 𝐵𝑟22 + 𝐶𝑟32]  

�̂�11𝐵 = 𝐸𝐸 ( �̂�11𝐵 |𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜏 ) = 𝐸 ∫ (�̂�11𝐵|𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
∞

0

  

 :   𝛃𝟐𝟎مقدر بيز للمعلمة  .3

 وذلك باعتبار :  τالمشروط بـ   𝛽20يتم ايجاد التوقع اللاحق لـ  

𝑢(𝛽20|𝜏) =  𝛽20 

𝑢1 = 
𝜕𝑢

𝜕𝛽10
= 0  ;  𝑢2 = 

𝜕𝑢

𝜕𝛽11
= 0 ;  𝑢3 = 

𝜕𝑢

𝛽20
= 1; 𝑢4 = 

𝜕𝑢

𝛽21
 = 0 

𝑢33 =
𝜕2𝑢

𝜕𝛽20
2 = 0   

𝑢11 = 𝑢12 = 𝑢13 = 𝑢21 = 𝑢23 = 𝑢31 = 𝑢32 = 𝑢33 = 0  

 

𝐸 ( �̂�20𝐵 |𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜏 ) =  �̂�𝐵|𝜏  =  �̂�20 +  
1

2
[𝐴𝑟13 + 𝐵𝑟23 + 𝐶𝑟33 + 𝐷𝑟43]  

�̂�20𝐵 = 𝐸𝐸 ( �̂�20𝐵 |𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜏 ) = 𝐸 ∫ (�̂�20𝐵|𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
∞

0

  

 :   𝛃𝟐𝟏مقدر بيز للمعلمة  .4

 وذلك باعتبار :  τالمشروط بـ  β21يتم ايجاد التوقع اللاحق لـ  
𝑢(𝛽21|𝜏) =  𝛽21 

𝑢1 = 
𝜕𝑢

𝜕𝛽10
= 0  ;  𝑢2 = 

𝜕𝑢

𝜕𝛽11
= 0 ;  𝑢3 = 

𝜕𝑢

𝛽20
= 0; 𝑢4 = 

𝜕𝑢

𝛽21
 = 1 

𝑢44 =
𝜕2𝑢

𝜕𝛽20
2 = 0   

 علما" ان : 
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𝑢11 = 𝑢12 = 𝑢13 = 𝑢21 = 𝑢23 = 𝑢31 = 𝑢32 = 𝑢33 = 0  

 هو :  τالمشروط بـ  β21وعليه فان مقدر بيز لـ 
 

𝐸 ( �̂�21𝐵 |𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜏 ) =  �̂�𝐵|𝜏  =  �̂�21 +  
1

2
[𝐴𝑟14 + 𝐵𝑟24 + 𝐶𝑟34 + 𝐷𝑟44]  

�̂�21𝐵 = 𝐸𝐸 ( �̂�21𝐵 |𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜏 ) = 𝐸 ∫ (�̂�21𝐵|𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
∞

0

  

 الاستنتاجات : 
 هناك عدة استنتاجات تم التوصل اليها وكما يلي : 

معاملتها كثابت لأنها تعتمد    نيواجه تقريب لندلي صعوبة وجود الدالة التجميعية في التوزيع اللاحق ، اذ ان هذه الدالة لا يمك 
على معلمات التوزيع الاحتمالي ، وهذه المعلمات هي متغيرات عشوائية بأسلوب بيز ومن الصعب جدا ايجاد مقدرات بيز  
 الهامشية ، بينما بالتقريب المستخدم تمكنا من ايجاد المقدرات الهامشية من دون الحاجة الى ايجاد التوزيعات اللاحقة الهامشية. 

 ان جميع مقدرات معلمات الانحدار اعتمدت على عزوم متغيرات الاستجابة لغاية الرتبة الثالثة .  
 

 التوصيات :  
 لايجاد المشتقات المعقدة والطويلة . mapleيمكن استخدام برامج رياضية جاهزة مثل 
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