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وجود الحمول ووحدانيتها لنظام معين من المعادلات التفاضمية اللاخطية 
. ذات الرتب الكسرية 

 رعد نوري بطرس      همسة داؤد سميم         أزهار حسن سمو          
 جامعـة الموصل/كميـة التـربـية/ قسـم الرياضـيات 

القبول  الاستلام
26/09/2006 04/04/2007 

ABSTRACT 

   In this paper,  we study an existence and uniqueness of the  

solutions for some nonlinear differential equations which has fractional 

order , in the case 10  , by using the picard approximation method 

.and through this study we obtained on many computation in the solutions 

of the existence and uniqueness theorems for the same fractional 

nonlinear differential equations. Further more   this study development 

and extended the previous method , such that the solutions and 

computations which has been obtained became more general and 

universal. 

الممخص 
تناولنا في ىذا البحث دراسة وجود الحمول ووحدانيتيا لعدد من المعادلات التفاضمية  

في الحالة  اللاخطية ذات  الرتب  الكسرية   10   ,خدام   مبرىنة  بيكارد   وذلك باست
.   لمتقريب 

(Picard Approximation Method  .) ومن خلال ىذه الدراسة تم الحصول عمى عدد من
النتائج في مبرىنات الوجود والوحدانية الحمول لتمك المعادلات التفاضمية اللاخطية الكسرية 

بحيث  أصبحت الحمول ا  وكذلك تم من خلال ىذه الدراسة تطوير الطريقة في  أعلاه وتوسيعو
والنتائج التي حصمنا عمييا اكثر عمومية وشمولية من تمك الحمول التي يمكن الحصول عمييا من 

.  خلال حمول المعادلات التفاضمية الاعتيادية
 

 المقدمة: البند الأول
طبيعية في الفيزياء ان العديد من النماذج الرياضية التي تصف كثيراً من الظواىر ال 

. تفاضمية ومن رتب كسرية  -واليندسة وغيرىا تكون معادلات تفاضمية او تكاممية اوتكاممية 
وتقتضي دراسة منظومة من المعادلات التفاضمية الكسرية تطويراً لمفاىيم التفاضل  

م يه المفاهوالتكامل في الفضاءات الاتجاىية وتقتضي العديد من التطبيقات في الطبيعة تطوير ىذ
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فضلًا عن المؤثرات التفاضمية الاتجاىية كا لانحدار والتشتت والتدوير وغيرىا انظر 
     7,9,10. .

وبرىن كل من    AroraandAbedeenAl1    و  HayaniAl2    وجود
الحل و وحدانيتو  لممعادلة  

    
   ,.....3,2,1i,Rccay

1,y,xfxy

ii
i 







 

يكارد لمتقريب المتعاقب ومبرىنة شاودر لمنقطة الثابتة المعطاة في المرجع  وذلك باستخدام طريقة ب
  Huston8  وىكذا توالت الدراسات والبحوث في ىذا المجال كما في   4,6. 

اللاخطية  ومن   أما عممنا فيو دراسة وجود الحل وحدانيتو لنظام  المعادلات التفاضمية 
في أدناه  الشكل

     
   

     
   

 1...............

b0y

y,x,tgty

a0x

y,x,tftx

1
1

1
1































 

 
اذ ان الدالتين المتجيتين  y,x,tf  و y,x,tg  معرفتان ومستمرتان في

: المعرف كالاتي Gالمجال
       2...............,0,,:,, 21 DDhyxtyxtG   

 

21إذ أن   D,D  مجالان مغمقان ومحددان في المجال الحقيقيR. نفرض ان كل من
الدالتين  y,x,tf    و y,x,tg  تحققان المتباينات الآتية :
 

     3................Ny,x,tg,My,x,tf 

 

 

       4...............yyxxKy,x,tfy,x,tf 12121122 

 

 

       5...............yyxxLy,x,tgy,x,tg 12121122 
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121لكل Dx,x   ,221 Dy,y   و h,0t  وكل منM,N,K,K,L,L 1212 
, ىي ثوابت موجبة 

21 Dy,Dx
max.


    ,نعرف المجموعة غير الخالية بما يأتي-: 

 

 

 6................

1

Nh
DD

1

Mh
DD

22

11



























 

ذلك نفترض ان القيمة الذاتية العظمى فضلًا عن 
لممصفوفة  

 

 

أي ان  , اقل من الوحدة 

   
 7...................1

1

hL

1

hK
max 



















 

: 1تعريف 
اذا وجد عدد  موجب , RDبانيا تحقق شرط لبشتز عمى المجال  fنقول عن الدالة  

K باينة الآتيةبحيث ان المت :
      .0K,yyxxKy,x,tfy,x,tf 12121122 

Dyyx,x,Rtمتحققة  لكل  2,121  .
 :2تعريف 

لتكن   
1nnf  متتابعة من الدوال المعرفة عمى الفترةI  . يقال ان المتتابعة 

1nnf 
 Mيجاد عدد غير سالب اذا كان في الامكان ا Iعمى  (Uniformly bounded)مقيدة بانتظام 
فان ,  Iفي  xبحيث ان لكل   Mxf n    ,1n  .

 :3تعريف 
لتكن   

1nnf  متتابعة من الدوال المعرفة عمى الفترةE  . يقال بان المتتابعة
 

1nnf  متقاربة لمدالةE  0إذا كان لكل,Ex   0عدد صحيحm ( يعتمد بصورة
بحيث أن ( ,xعامة عمى كل من      xfxf n      , 0mn,Nn  .

     

   





























1

tL

1

tL

1

tK

1

tK

t
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 :4تعريف 
لتكن   

1nnf  متتابعة من الدوال المعرفة عمى الفترةE  .لمتتابعة يقال بان ا
 

1nnf  متقاربة بصورة منتظمة(Converges Uniformly)  لمدالةf عمىE  اذا كان لكل
0,Ex   0يوجد عدد صحيحm ( يعتمد عمى  ولا يعتمد عمىx  ) بحيث ان

     xfxf n      , Ex,mn 0  .
: 5تعريف 

تعرف بالشكل الأتي   فأن دالة كاما التي يرمز ليا بالرمز  0إذا كانت  

             dxxe
1

0

x 




 

 .بشرط التكامل موجود 
: 6تعريف  

 [a,b]ة لمقياس في مفيوم ليبيك ومعرفة دائماً تقريباً عمى الفترة قابل fإذا كانت الدالة  
 فإننا نعرف  0و

    
 

   dssfsb
1

fI
b

a

1b
a 

 


  

 .بشرط أن يكون التكامل موجوداً 
: 7تعريف 

عمى  (Almost every where)معرفة دائماً تقريباُ  fوكانت الدالة  Rاذا كانت  
 b,a  فاننا نعرف 

    fItf
t

a

   

بشرط ان يكون التكامل موجوداً لكل  b,at .
    المأخوذات انظر و  التعاريف  يخص   وفيما   (:1)ملاحظة      3,5,11. 

  :-البند الثاني
حدانيتها لنظام من المعادلات التفاضمية سندرس في هذا البند وجود الحمول وو 

الكسرية   1 وذلك باستخدام طريقة بيكارد لمتقريب .
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 1مبرهنة الوجود : أولا 
لتكن كل من الدالتين   y,x,tf  و y,x,tg  في نظام المعادلات التفاضمية

 متحققة( 5)إلى ( 3)ولتكن المتباينات  Gستمرتين في المجال معرفتين وم( 1)اللاخطية 

عندئذٍ تصبح الدالة  و 

  









00

00

y,x,ty

y,x,tx المعرفة في أدناه-:  

 
 
   

       8..........dssty,x,sy,y,x,sx,sf
1ta

y,x,tx
1
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1

1
00










 

 

 
 
   

       9..........dssty,x,sy,y,x,sx,sg
1tb

yx,ty
1

t

0

0000

1

1
00










 

 

 (.1) لنظام المعادلات التفاضمية اللاخطية الكسرية  حلاً 
:- البرهان

لتكن    
0m00m y,x,tx  و  

0m00m y,x,ty  متتابعات من الدوال
المعرفة عمى الفترة  h,0 وعمى النحو الأتي -:

   
   

       

    1
1

1
t

0

001m001m

1

1
00m

a0x

10.......dssty,x,sy,y,x,sx,sf
1ta

y,x,tx




















 

 
 
   

       

    1
1

1
t

0

001m001m

1

1
00m

b0y

11.......dssty,x,sy,y,x,sx,sg
1tb

y,x,ty





















:- ونظراً  لطول البرىان يفضل تجزئتو كما ياتي
i.   100m Dy,x,tx   و  200m Dy,x,ty   لكل

 
  1020 Dx,Dy,h,0t  

ii.   المتتابعات   200m Dy,x,tx  و  200m Dy,x,ty       متقاربة بانتظام
لمدوال  00 y,x,tx  و 00 y,x,ty  عمى الفترة h,0  لكل

  1020 Dx,Dy . 

iii.   100 Dy,x,tx   و  200 Dy,x,ty     لكل
 

  1020 Dx,Dy,h,0t. 

 
 

128



 

 

....  وجود الحمول ووحدانيتها لنظام معين من

139 

 (:i)برهان 
بتامل متتابعات الدوال   

     00m002001 y,x,tx,..........,,y,x,tx,y,x,tx  المعرفة في العلاقة 10 
وكذلك      00m002001 y,x,ty,..........,,y,x,ty,y,x,ty   المعرفة  في  العلاقة
 11    نجد  أن  كل  متتابعات  الدوال  مستمرة  عندt   . ونفرض  أن

    
 
 



 1

1
0

ta
tx     و 

 
 



 1

1
0

tb
ty  .

باستخدام الاستقراء الرياضي ومن العلاقة    10  و 11  1عندماm   نحصل
:- عمى

 
 

      





t
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1

00000000001 xdssty,x,sy,y,x,sx,sf
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xxy,x,tx
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 h,0t,h
1

M
xy,x,tx 0001 


   

إذن    1001 Dy,x,tx    لكل


 10 Dx  .
 

 
 

      





t

0

0

1

00000000001 ydssty,x,sy,y,x,sx,sg
1

yyy,x,ty  

                      
 

      

 
  dsst

N

sty,x,sy,y,x,sx,sg
1

t

0

1

1
t
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 t

1

N
 

 
 

 h,0t,h
1

N
yy,x,ty 0001 
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إذن    21 Dty    لكل


 20 Dy  .
وبافتراض ان      100p Dy,x,tx   و  200p

Dy,x,ty   لكل


 10 Dx  و


 20 Dy ,Zp  .

1pmدما وبذلك عن   نجد ان :

 
 

      







t

0

0

1

00p00p00001p xdssty,x,sy,y,x,sx,sf
1

xxy,x,tx

 

                         

 
      

 
 

 























t
1

M

dsst
M

dssty,x,sy,y,x,sx,sf
1

t

0

1

t

0

1

00p00p

 

 
 

 hth
M

xyxtxp ,0,
1

,, 0001 







 

إذن    1p Dtx    لكل


 10 Dx  .
 

 
 

      







t

0

0

1

00p00p00001p ydssty,x,sy,y,x,sx,sg
1

yyy,x,ty

 وبنفس الطريقة

 
 

 h,0t,h
1

N
yyx,ty 0001p 


 

  

إذن    21p Dty    لكل


 20 Dy  .
وبذلك نستنتج ومن خلال الاستقراء الرياضي بان  

   h,0t,Dx,Dy,x,tx 10100m 


 

    ,...2,1,0m,h,0t,Dy,Dy,x,ty 20200m 


 

 (:ii)برهان 
يجب ان نبرىن ان متتابعات الدوال    

0m00m y,x,tx  و
  

0m00m y,x,ty  بانتظام الى  متقاربة   0000 y,x,tx,y,x,ty   عمى التوالي
في المجال  2  وعمى الفترة h,0   .
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من متتابعة الدالتين 10  و 11   نجد ان
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كذلك 
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 إذن
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1
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:- بشكل متجيات وعمى النحو الأتي( 13)و ( 12)نعيد كتابة المتباينتين  
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إلى أن ( 14)ينة وىذا يودي ومن المتبا
 

       16................tVtV m01m  

 

 
 tmax
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متقاربتان بانتظام يجب ان نجد القيم الذاتية  ( 11)و ( 10)ولكي نبرىن بان المتتابعتين
: وكما ياتي( 15)لممصفوفة 
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الاتي  ىي ك اذن قيم 
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 نحصل عمى ( 16)وبتكرار المتباينة 
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  وىذا يقود الى الحصول عمى التقدير
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القيمة الذاتية العظمى   ليا 0وبما ان المصفوفة 
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   نجد ان ( 7)وحسب العلاقة

متقاربتان بانتظام لمدالتين المفترضتين ( 11), ( 10)المتتابعتين    0000 y,x,tx,y,x,ty 
: أي ان 

   

   0000m
m

0000m
m

y,x,tyy,x,tylim

y,x,txy,x,txlim








 

 (:iii)برهان 
لإثبات إن    100 Dy,x,tx   و  200 Dy,x,ty    سنثبت أن

 
      

 
      

 
      

 
      








































































t

0

1

0000

t

0

1

0000

t

0

1

00m00m

t

0

1

00m00m

m

dssty,x,sy,y,x,sx,sg
1

dssty,x,sy,y,x,sx,sf
1

dssty,x,sy,y,x,sx,sg
1

dssty,x,sy,y,x,sx,sf
1

lim

 
     

 
     









t

0

1

0000

t

0

1

00m00m dssty,x,sy,y,x,sx,sf
1

dssty,x,sy,y,x,sx,sf
1

  

 
           

 
          

 
        0000m0000m

t

0

1

0000m0000m

t

0

1

000000m00m

y,x,tyy,x,tyy,x,txy,x,tx
1

tK

dssty,x,tyy,x,tyy,x,txy,x,tx
K

dssty,x,sy,y,x,sx,sfy,x,sy,y,x,sx,sf
1


























وكذلك وبنفس الطريقة  
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وبما ان المتتابعات    
0m00m y,x,tx و  

0m00m y,x,ty   تقترب
بانتظام من الدوال     0000 y,x,tx,y,x,ty  عمى التوالي وعمى الفترة h,0. 
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إذن  

 
     

 
       dssty,x,sy,y,x,sx,sf

1
dssty,x,sy,y,x,sx,sf

1 1
t

0

0000

t

0

.unif1

00m00m










 
     

 
       dssty,x,sy,y,x,sx,sg

1
dssty,x,sy,y,x,sx,sg

1 1
t

0

0000

t

0

.unif1

00m00m





 




أي ان      
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اذن       
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y,x,ty

y,x,tx  ( . 1)تمثل حلًا لنظام المعادلات التفاضمية اللاخطية الكسرية

 
  2مبرهنة الوحدانية : ثانياً 

جميعا محققة فان الدالة  وفرضياتيا 1إذا كانت جميع شروط  المبرىنة  
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y,x,tx   ( .1)تعتبر الحل الوحيد لمنظام  الكسري  

 

 :-البرهان
نفرض أن الشكل في أدناه  
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 وعندئذٍ   ( 1)ىو حل أخر لمنظام الكسري  

   
 

     



t

0

00000000 y,x,sy,y,x,sx,sf
1

y,x,tpy,x,tx  
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        00000000

t

0

1

00000000

1
t

0

00000000

1

0000

y,x,tqy,x,tyy,x,tpy,x,tx
1

tK

dssty,x,tqy,x,tyy,x,tpy,x,tx
K

dssty,x,sqy,x,syy,x,spy,x,sxK
1

dssty,x,sq,y,x,sp,sf






























 

   
 

          19.........y,x,tqy,x,tyy,x,tpy,x,tx
1

tK
y,x,tpy,x,tx 000000000000 






 

             وبنفس الطريقة نجد ان  
                       

   
 

          20.........y,x,tqy,x,tyy,x,tpy,x,tx
1

tL
y,x,tqy,x,ty 000000000000 






 

 

نحصل عمى  ( 20)و ( 19)من 
   

   

   

   
 21...........

y,x,tqy,x,ty

y,x,tpy,x,tx

y,x,tqy,x,ty

y,x,tpy,x,tx

0000

0000

0

0000

0000




































  

يكون لدينا  ( 21)وبتكرار المتباينة 
   

   

   

   
 22...........

y,x,tqy,x,ty

y,x,tpy,x,tx

y,x,tqy,x,ty

y,x,tpy,x,tx

0000

0000m
0

0000

0000




































 

0mنحصل عمى ( 7)ومن الشرط 
0   عندماm  ان ( 22)فيكون لدينا ومن المتباينة

   0000 y,x,tpy,x,tx   و   0000 y,x,tqy,x,ty   بمعنى  أن الحل
 

 









00

00

y,x,ty

y,x,tx ( .1)ىو الحل الوحيد لمنظام الكسري 
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